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■ 三角形 ABC の 2 辺ずつに接し，かつ互いに外接する 3 つの円の半径について 

 

（解）Malfatti の問題を考えることになる。 

 
3 つの円の中心を 321 ,, OOO ，半径を 321 ,, rrr ，三角形 ABC の内接円の中心を I ，半径を r とする。 

3 つの円の中心は，それぞれ CIBIAI ,, 上にある。次のように補助線を引く。 

32 ,, OOI から BC に下ろした垂線の足をそれぞれ 32 ,, DDD ， 

13 ,, OOI からCA に下ろした垂線の足をそれぞれ 13 ,, EEE ， 

21 ,, OOI から AB に下ろした垂線の足をそれぞれ 21 ,, FFF とする。 

まず， 

   
   
    




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,22
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2
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2

2121
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2
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2

1313

32
2

23
2

3232







rrrrrrFF

rrrrrrEE

rrrrrrDD

 

とおくと 









 321 ,, rrr  となる。 

さらに 

nEEDDmDDFFlFFEE  332211 ,,  とおくと， 

 2,2,2  mllnnm  より 

  nml ,,  となる。 

一方， 

  














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2
tan ･･･① 

【Malfatti の問題】 

三角形 ABC の 2 辺ずつに接し，かつ

互いに外接する 3 つの円を作図せよ。
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同様に    














rCrB

2
tan,

2
tan  となる。 

これらを 

1
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan 
ACCBBA

 ･･･（*） 

に代入すると 

            1










































 rrrrrr

 

分母を払って移項すると 

           
    　･･･②0




 rrrrrr

 

②の左辺を r の多項式とみて項別に計算する。 

（
2r の係数） 

          

（ r の係数） 

             2222222222  

（定数項） 

           2333 2  

よって②は 

      022 22   rr  

∴     0222   rr ･･･③ 

ここで①の分子  r に着目して，これに  r2 を掛けると 

        
       rrrr

rrrrrr









22

22222
2

2222

 ③より 

∴ 
  

 






r

r
r

2

2
 

これを①に代入すると 

 
 
   xx

x

r

rrA









12

12

2

2

2
tan




 （ここで
r

x


 である。） 

分母を払うと 

  12
2

tan12  x
A

xx  

 011
2

tan2
2

tan2 2 





  x

AA
x  

0
r

x


であるから 
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 





 

















 












 


4

tan1
2

1

2
sin

2
cos1

1
2

1

2
tan2

2
cos

1
1

2
tan

2
tan2

2
tan21

2
tan1

2
tan

2

A
A

A

A

A
A

A

AAA

r
x


 

∴ 





 

4
tan1

2

Ar  

同様にして 





 






 

4
tan1

2
,

4
tan1

2

CrBr   

これらを 









 321 ,, rrr  に代入すると 







 







 







 





 








 







 





 








 







 





 


s

S
r

C

BA
r

r
B

AC
r

r
A

CB
r

r 　　

4
tan12

4
tan1

4
tan1

,

4
tan12

4
tan1

4
tan1

,

4
tan12

4
tan1

4
tan1

321  

★

ここで，

2

cos1
2

cos1
1

2
sin

2
cos1

2
cos1

2
cos1

4
tan

A

A

A

A

A

A
A













 に 

  

 
bc

ass

bc

acbA

bc

csbs

bc

acbA










 













 




2
1

2

1

2

cos1

2
1

2

1

2

cos1

222

222

（ただし，
2

cba
s


 である。） 

を代入すると 

 

  
 

  csbs

assbc

bc

csbs

bc

ass
A












1

4
tan となる。 

また，
   

s

csbsas

s

S
r


 であるから 

 
  

 
  

 
  

   

           
     

  
 ass

csbs

asscsbsbc

cssbsasabbssascsca

s

csbsas

csbs

assbc

bsas

cssab

ascs

bssca

r
































































2

12

11

1
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よって 

           
     

  
 ass

csbs

asscsbsbc

cssbsasabbssascsca
r









2
1  

           
     

  
 bss

ascs

bssascsca

asscsbsbccssbsasab
r









2
2  

           
     

  
 css

bsas

cssbsasab

bssascscaasscsbsbc
r









2
3  







 


2

cba
s ★★

 

（*）の証明 

 CBA であるから 







 






 

22
tan

22
tan

CBA 
 

2
tan

1

2
tan

2
tan1

2
tan

2
tan

CBA

BA





 

分母を払って 

 
2

tan
2

tan1
2

tan
2

tan
2

tan
BACBA







   

よって  

1
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan 
ACCBBA

 （終証） 

 

【具体例】 

1 13,14,15  cba のとき 

（★）を使うと 

21
2

131415



s より 8487621 S であるから 4

21

84


s

S
r  

余弦定理より 
5

3
cos,

65

33
cos,

13

5

13142

151314
cos

222





 CBA  

また，
A

A

A

A

A

A

A

A
A

cos1

cos12

2

cos1
2

cos1
1

2
sin

2
cos1

2
cos1

2
cos1

4
tan

















 であるから 
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25
4

tan,
4

765

4
tan,

2

313

4
tan 







CBA
 

 
  40152.2651325417

3

1

2

313
12

251
4

765
14

1 








 









 


r  

 
  54482.26521345834

7

1

4

765
12

2

313
12514

2 








 









 


r  

    66773.26521345834
8

1

2512

4

765
1

2

313
14

3 









 








 


r  

（★★）を使うと 

21
2

131415



s ， 

           11314152121132114211314  asscsbsbc ， 

           3653142121152113211513  bssascsca ， 

           1542132121142115211415  cssbsasab ， 

  
 

  
  3

2

152121

13211421









ass

csbs
，

  
 

  
  7

4

142121

15211321








bss

ascs
， 

  
 

  
  2

1

132121

14211521









css

bsas
 であるから 

   
 

    651325417
3

1

113

15365

3

2

113142

15423653
1 








r  

   
 

    6521345834
7

1

365

113154

7

4

36532

113141542
2 








r  

   
 

  
   6521345834

8

1

154

365113

2

1

15422

365311314
3 








r  
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2 3,4,5  cba のとき 

1r  

  507934.010525
2

1
1 r  

  664894.010525
4

1
2 r  

  751999.010525
6

1
3 r  

 

 

3 3,5,7  cba のとき 

        

 

 

 

 

 

2

3
r  

  351301.02121763173
4

1
1 r   

   640365.0212763133
20

1
2 r   

   728500.02167183399
108

1
3 r  

4 1,1,1  cba のとき 

6

3
r  

183013.0
4

31
321 


 rrr  

※この場合， xrrr  321 とおく。 

32,OO からBC へ垂線 3322 , DODO を引くと 

xCDxDDxBD 3,2,3 3322  であるから 

1323  xxx より
4

31
x  

と簡単に求めることができる。 
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5 2,2,3  cba のとき 

14

73
r ，   273182.0772121

28

3
1 r ，   411438.071

4

1
32  rr  

※この場合， xrr  32 とおき， 32,OO からBC へ垂線 3322 , DODO を引くと 

23322 ,2,

2
tan

BDCDxDD
B

x
BD  であるから， 3

2
tan

2

2
tan


B

x
x

B
x

 ･･･① 

ここで，
7

1

4

3
1

4

3
1

cos1

cos1

2
tan,

4

3

322

232
cos

222















B

BB
B を①に代入して 

  4

17

172

3

2

2
tan

2
3 









B

x  と求めることができる。 

また， yr 1 とおき， 21,OO から AB へ垂線 2211 , FOFO を引くと ABBFFFAF  2211 であるから 

2

2
tan

2

2
tan


B

x
xy

A
y

より  772121
28

3
y  と求められる。 

6 7,7,10  cba のとき 

6

65
r ，   02841.1.075661

12

5
1 r ， 44949.11632  rr  

7 5,6,9  cba のとき 

2r  

621578.062541 r  

04302.1
4

62252
2 


r  

10411.1
5

6254
3 


r  

 

8 25,26,27  cba のとき 

142r  

  60982.4141271022114
6

1
1 r  

  74904.4142771022114
13

2
2 r  

  87727.4141271022114
7

1
3 r  

（2011/6/17 時岡） 


