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円に外接するn角形の面積について 

 

n角形  321 ≧nAAA n の内接円と 1ii AA との接点を  1,,2,1  niBi  ， 1AAn との接点を nB とする。

 niaBA iii ,,2,1  とおくとき，n角形の面積を求めよ。 

（解）円の中心をO，半径をrとおくと，n角形の面積 Sは 

S＝△ 21AOA ＋△ 32 AOA ＋･･･＋△ 1AOAn  

＝         rfraaaraaraaraa nn 12113221
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  となる。 

ただし， 
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
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iaf
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1  

【法則】半径rは次の方程式を満たす。 

［1］ 4,3n のとき， 03

2

1  frf  

［2］ 6,5n のとき， 05

2
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4

1  frfrf  

［3］ 8,7n のとき， 07
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1  frfrfrf （以下，同様） 

ただし， 



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1 （n項の和）， 
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,,

3 （ 3Cn 項の和）， 


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5 （ 5Cn 項の和）， 

qp

qpmlkji

mlkji aaaaaaaf 

は異なる
,,,,,,

7 （ 7Cn 項の和）は， 

naaa ,,, 21  の対称式である。 

さて，∠  niOBA iii ,,2,1  とおくと，
r

ai

i tan

である。 

証明の前に，正接の加法定理を列記しておく。 
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【法則の証明】   i であるから 

    0tantan 2121   nkkk   である。 
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ただし，

 

 
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が偶数のとき

が奇数のとき

n
n

n
n

k

2

2

1

と定める。 

［1］ 4,3n のとき， 2k  

(1) 3n のとき，   0tantan 321    
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∴  02  ii ara ･･･(1,1) 

(2) 4n のとき，     0tantan 4321    
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0r より，   02  kjii aaara ･･･(1,2) 


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1 （n項の和）， 

は異なる
kji

kji aaaf
,,

3 （ 3Cn 項の和）とおくと， 

(1,1)，(1,2)は， 03

2

1  frf とまとめられる。 

［2］ 6,5n のとき， 3k  

(1) 5n のとき，     0tantan 54321    
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∴    024   ikjii araaara ･･･(2,1) 

(2) 6n のとき，     0tantan 654321    
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∴    024   mlkjikjii aaaaaraaara ･･･(2,2) 

同様に， (2,1)，(2,2)は， 05

2

3

4

1  frfrf とまとめられる。 

［3］ 8,7n のとき， 4k  

(1) 7n のとき，     0tantan 7654321    
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∴      0246   imlkjikjii araaaaaraaara ･･･(3,1) 

(2) 8n のとき，     0tantan 87654321    
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∴      09

246   aaaaaaaraaaaaraaara pmlkjimlkjikjii  

･･･(3,2) 

同様に， (3,1)，(3,2)は， 07
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1  frfrfrf とまとめられる。■ 
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よって，法則から半径rを求め，面積 Sは，S= rf1 を計算して求められる。（ただし， 



n

i

iaf
1

1 ） 

 

例 1（円に外接する四角形の面積） 4,3,2,1  dcba のとき 

,1043211 f 504324314213213 f  

rの満たす方程式は 05010 2 r   題意に適するのは 5r  

よって S＝ 5105101 rf  ･･･（答） 

 

例 2（円に外接する五角形の面積） 

5,4,3,2,1  edcba のとき 

,15543211 f  

,225543542532432

5415314315214213213





　　　

f
 

120!55 f であるから，rの満たす方程式は 

0815012022515 2424  rrrr 　　  

題意に適するのは  8008184.3
2

19315



r  

よって S＝  012276.57
2

19323015

2

19315
151 





rf  ･･･（答） 

 

例 3（円に外接する七角形の面積） 7,6,5,4,3,2,1  gfedcba のとき 

,2876543211 f  

,1960765764754654763753653743

643543762752652742642542732

632532432761751651741641541

7316315314317216215214213213









　　

　　

　　

f

 

13132765437654276532

764327543265432765417653176431

754316543176521764317542165421

7632175321653217432164321543215









　　

　　

　　

f

 

5040!77 f であるから，rの満たす方程式は 

0180469700504013132196028 246246  rrrrrr 　　  

残念ながら，カルダノの公式を使って解を表しても意味がないので，近似値のみ。 

題意に適するのは 9087127153.7r  

よって S＝ 443956.2219087127135.7281 rf  ･･･（答） 

 

（2016/12/19 時岡）
 


