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階差数列考 
１ はじめに 

 階差数列を用いて，与えられた数列の一般項を求める問題がある。 

【例題 1】（佐賀大 2003） 

数列  ,134,82,46,23,10,4,2,1: 　　　　　　　na がある。 na の階差数列を nb とする。 nb の階差数列が等差数

列のとき，数列 の一般項を求めよ。また，数列 na の一般項を求めよ。 

 

  ：　　　　　　　

  ：　　　　　　　

　　　　　



数列  の階差数列を  とおく。

  ：，，，，，，……であるから　　    

のとき　    
 

 

    ･


     


 
  

のとき，  となり成り立つ。よって　  


 
   　

のとき　    
 

 

  


  

 

     

　　　　　　　


 


     


    

　　　　　　　


 
    

のとき，  となり成り立つ。よって　  


 
     　

 

この例題の場合，第 2階差数列が等差数列になるので，  2
1

1

1 ≧nbaa
n

k

kn 




 の公式を 2回使うこと

になる。さらに問題が，「数列 na の初項から第 n 項までの和 nS を求めよ。」と続くと，Σの計算を 3回

することになり計算が大変である。 

【別解】第 2階差数列が等差数列になるので， srnqnpnan  23 とおける。 

10,4,2,1 4321  aaaa より， 

1041664,43927,2248,1  srqpsrqpsrqpsrqp 　　　　　　  

これらを連立させて解くと， 2,5,
2

5
,

2

1
 srqp  

よって，  4105
2

1
25

2

5

2

1 2323  nnnnnnan
･･･（答） 

 nb
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Σの計算をしない分，Σの計算の苦手な生徒でも計算できると思う。しかし，この方法でも連立方程

式を解くのが面倒である。 

そこで，第 1階差数列，第 2階差数列，･･･を作り，それらの初項を用いて一般項
na や初項から第n 項

までの和
nS を求める公式を紹介する。 

 

２ 補題 

         121
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（証明） 
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３ 数列の一般項と初項から第n項までの和を，階差数列の初項を用いて求める公式 

数列 na に対して， n
ka )(  mk ,,2,1  を第 k 階差数列とする。 0)(

1
)(  n

m
n

m aa のとき，  

数列 na の一般項 na は， 

    knnn
k

a
aa

m

k

k

n  


21
!1

1
)(

1
 （ 1

)(
1

)2(
1

)1(

1 ,,,, maaaa  は各数列の初項） 

初項から第n 項までの和 nS は， 

   






m

k

k

n knnn
k

a
S

0

1
)(

1
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  （ただし， 11
)0( aa  とする。）

 
 

この公式を使うと，例題 1の一般項は，次のように簡単に求められる。 

【別解 2】 3,1,1,1 1
)3(

1
)2(

1
)1(

1  aaaa 　　　 であるから 

          4105
2

1
321

!3

3
21

!2

1
111 23  nnnnnnnnnan

 ･･･（答） 

さらに問題が，「数列 na の初項から第n 項までの和 nS を求めよ。」と続くと 

          233143
24

1
321

!4

3
21

!3

1
1

!2

1

!1

1 23  nnnnnnnnnnnnnnSn

 

と求められ，一般項 na が分からなくても求められる。 
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【公式の証明】 

 

 
 
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2≧n のとき 


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これは， 1n のときも成り立つ。 

  
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これは， 1n のときも成り立つ。 

以下，補題を適用して 

    
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これは， 1n のときも成り立つ。 

･･････････････････････････････････････････････････････････････････････ 

このことから，帰納的に次の結果が得られる。ただし， nn aa )0( とする。 

    　knnn
k

a
aa

m

k

k

n  


21
!1

1
)(

1  

次に，補題と同様に          lnnnn
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（ただし， 11
)0( aa  とする。）■ 
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【例題 2】 

数列 na ：1，15，65，175，369，671，1105，･･･の一般項 na と初項から第n 項までの和
nS を求めよ。 

（解）数列 na ：1，15，65，175，369，671，1105，･･･ 

階差をとると 14，50，110，194，302，434，･･･ 

36，60，84，108，132，･･･ 

24，24，24，24，･･･ 

         （答）1464321
!3

24
21

!2

36
1141 23  nnnnnnnnnan

 

次に，          )(321
!4

24
21

!3

36
1

!2

14

!1

1 4 答　 nnnnnnnnnnnSn   

 

【演習問題】 

数列 na の一般項 na と初項から第n項までの和 nS を求めよ。 

(1)  na ：6，24，60，120，210，336，504，･･･（岩手大・農） 

(2)  na ：1，31，211，781，2101，4651，9031，15961，･･･ 

（答）(1)   21  nnnan ，    321
4

1
 nnnnSn   

(2) 　1510105 234  nnnnan ， 5nSn   
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