
一般の三角関数１
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���　三角関数の定義

　点�3�� 
[���\ �は円� �[ � �\  �U �上にあり，

　�32[�＝�K�（動径�23�の表す角）とする。

　このとき，

　VLQK 
\
U
�，�FRVK 

[
U
�，�WDQK 

\
[

　で定義する。

　特に，�U ��のとき（右図），

　$�� 
����� �とおき�，直線�23�と�[�軸の�$�に

　おける垂線との交点を7とすると，

　VLQK \ �＝34

　FRVK [�＝24

　WDQK 
\
[
�＝7$

���　特殊な角の三角関数の値

���　三角関数の相互関係

　�WDQK 
VLQK
FRVK

�，� �VLQ K� �FRV K ��，��� �WDQ K 
�
�FRV K
�

�����VLQ� 
�K �QS  VLQK �，�FRV � 
�K �QS  FRVK �，�WDQ � 
�K QS  WDQK �

　　VLQ� 
�K  �VLQK �，�FRV � 
�K  FRVK �，�WDQ � 
�K  �WDQK �

　　VLQ� ��K
QS

�
 "
FRVK�� 
 Q ��N �

�VLQK�� 
 Q ��N �

�FRVK�� 
 Q ��N �

，�FRV� ��K
QS

�
 "
�VLQK�� 
 Q ��N �

�FRVK�� 
 Q ��N �

VLQK �� 
 Q ��N �

�

���　加法定理

　�VLQ� 
�D E �＝�VLQDFRVE�FRVDVLQE �（複号同順）

　�FRV � 
�D E �＝�FRVDFRVE3VLQDVLQE �（複号同順）

　�WDQ � 
�D E �＝�
�WDQD WDQE

3� WDQDWDQE
�（複号同順）

　VLQ� 
��D E F �＝�VLQDFRVE FRVF�FRVDVLQE FRVF�FRVDFRVEVLQF�VLQD VLQEVLQF

三角法の公式
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　FRV � 
��D E F �＝�FRVDFRVE FRVF�FRVDVLQE VLQF�VLQDFRVEVLQF�VLQD VLQEFRV F

　WDQ � 
��D E F �＝�
���WDQD WDQE WDQF WDQD WDQE WDQF

���� WDQDWDQE WDQE WDQF WDQFWDQD

���　��倍角の公式

　�VLQ�K �VLQKFRVK，�FRV�K �FRV K� �VLQ K � �FRV K�� ��� �VLQ K �，WDQ�K 
�WDQK

�� �WDQ K
�

���　��倍角の公式

　VLQ�K �VLQK�� �VLQ K＝��VLQKFRV � 
���� K FRV � 
���� K �

　FRV�K � �FRV K��FRVK �＝��FRVK VLQ � 
���� K VLQ� 
���� K �

　WDQ�K 
��WDQK �WDQ K

�� � �WDQ K
�＝�

WDQK
WDQ � 
���� K WDQ � 
���� K

�

���　半角の公式

　�VLQ
K

�
 �)

�� FRVK

�
（�

K

�
�が第��，第���象限の角のとき，複号は＋選ぶ。）�

　�FRV
K

�
 �)

�� FRVK

�
（�

K

�
�が第��，第���象限の角のとき，複号は＋選ぶ。）�

　�WDQ
K

�
 �)

�� FRVK

�� FRVK
（�

K

�
�が第��，第���象限の角のとき，複号は＋選ぶ。）�

　�WDQ
K

�
 
�� FRVK
VLQK

 
VLQK
�� FRVK

�

���　和積の公式

　VLQ$�VLQ% �VLQ
�$ %
�

FRV
�$ %
�

�，�VLQ$�VLQ% �FRV
�$ %
�

VLQ
�$ %
�

　FRV$�FRV% �FRV
�$ %
�

FRV
�$ %
�

�，�FRV$�FRV% ��VLQ
�$ %
�

VLQ
�$ %
�

　�WDQ$�WDQ% �� 
�WDQ$ WDQ% WDQ � 
�$ % �，�WDQ$�WDQ% �� 
�WDQ$ WDQ% WDQ � 
�$ % �

����　積和の公式

　VLQDFRVE 
�
� �
VLQ � 
�D E ��VLQ � 
�D E �，�FRVD VLQE 

�
� �VLQ � 
�D E ��VLQ � 
�D E �

　FRVDFRVE 
�
� �FRV � 
�D E ��FRV � 
�D E �，�VLQD VLQE �

�
� �FRV � 
�D E ��FRV � 
�D E �

����　三角関数の合成

　DVLQK�EFRVK ( ��D �E VLQ � 
�K D �

　ただし，�FRVD 
D

( ��D �E
�，�VLQD 

E

( ��D �E
　���WDQD � 

E
D

����　その他

　WDQ
K

�
 W�とおくと，�VLQK 

�W

�� �W
�，�FRVK 

�� �W

�� �W
�

三角形$%&�において，内角を�$，%，&（$�%�& S），その対辺を�D�，�E�，�F�とし，�D�E�F �V�，三角形の面２
積を�6�，また，外接円の半径を�5�とする。

���　正弦定理　�
D
VLQ$

 
E

VLQ%
 

F
VLQ&

 �5�
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���　第���余弦定理　�D EFRV&�FFRV% �，�E FFRV$�DFRV& �，�F DFRV%�EFRV$ �

���　第���余弦定理

　 �D  �E � �F ��EFFRV$ �＝� �
� 
�E F ��EF �FRV

$
�
�＝� �

� 
�E F ��EF �VLQ
$
�
�，�FRV$ �＝�

���E �F �D

�EF
�

　 �E  �F � �D ��FDFRV% �＝� �
� 
�F D ��FD �FRV

%
�
�＝� �

� 
�F D ��FD �VLQ
%
�
�，�FRV% �＝�

���F �D �E

�FD
�

　 �F  �D � �E ��DEFRV& �＝� �
� 
�D E ��DE �FRV

&
�
�＝� �

� 
�D E ��DE �VLQ
&
�
�，�FRV& �＝�

���D �E �F

�DF
�

���　正接定理

　
�D E
�D E
�＝�

WDQ
�$ %
�

WDQ
�$ %

�

�＝�
�

WDQ
�$ %

�
WDQ

&

�

，等

���　�VLQ
$
�
＝�)

� 
�V E � 
�V F

EF
�，�FRV

$
�
＝�)

V� 
�V D

EF
，�WDQ

$
�
�＝�)

� 
�V E � 
�V F

V� 
�V D
�，等

　　VLQ
$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
�＝�

U
�5
�，�FRV

$
�
FRV

%
�
FRV

&
�
＝�

V
�5
�，�WDQ

$
�
WDQ

%
�
WDQ

&
�
＝�

U
V
�＝�

6
�V
�

���　�VLQ
$
�
�＝�)

�(EF (V� 
�V D

�(EF
�，�FRV

$
�
�＝�)

�(EF (V� 
�V D

�(EF
，�WDQ

$
�
�＝�

�(EF (V� 
�V D

(� 
�V E � 
�V F
�，等�

���　�
�E F
D
�＝�

FRV
�% &
�

VLQ
$

�

�，�
�E F
D
�＝�

VLQ
�% &
�

FRV
$

�

，等

���　�その他

　
D �
FRV$

 
E �
FRV%

 
F �
FRV&

 �5（△$%&�の垂心を�+�とすると，�D ��＝$+，�E ��＝%+，�F ��＝&+）�

　
��E �F

DVLQ � 
�% &
�＝�

��F �D

EVLQ � 
�& $
�＝�

��D �E

FVLQ � 
�$ %
�＝��5�

　VLQ� 
�% & �＝�
��E �F

�D5
�，等

　�FRV � 
�% & �＝�
��D � 
��E �F �

� 
��E �F

� �D EF
�，等

　�FRV
�% &
�
�＝�VLQ

$
�
��VLQ

%
�
VLQ

&
�
＝�
�E F
D
VLQ

$
�
�，等
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三角形$%&�において，内角を�$，%，&（$�%�& S），

その対辺を�D�，�E�，�F�とし，�D�E�F �V�，三角形の

面積を�6�，また，外接円，内接円，�$�内の傍接円，�%

内の傍接円，�&�内の傍接円の半径をそれぞれ�5�，�U�，� DU �，

� EU �， FU �とする。

図のように，��辺と内接円の接点を�'，(，)，傍接円の接点

を�'�，'�，'�，(�，(�，(�，)�，)�，)��とすると，

（内接円の接点）

$)＝$(＝�V�D �，%'＝%)＝�V�E �，&(＝&'＝�V�F �

（傍接円の接点）

%)�＝&(�＝�V�D �，&'�＝$)�＝�V�E �，$(�＝%'�＝�V�F �

である。

３

�

（内接円の接点）$)＝�F�－%)＝�F�－%'＝�F�－��D�－&'�＝�F�D �＋&(＝�F�D �＋��E�－$(�＝�E�F�D �－$)

よって，$)＝�
��E F D
�

 V�D �　他も同様。

（傍接円の接点）%(�＋%(�＝%&＋&(�＋(�$＋$%＝%&＋&$＋$%＝��V�

%(�＝%(�より，%(�＝�V�　よって，&(�＝&(�＝V�D �　他も同様。

面積４

���　�6�＝
�
�
EFVLQ$ �，等（��辺夾角）

　　VLQ$ 
�6
EF
�，等

　　�WDQ$�＝�
�6

���E �F �D
�，等

���　�6�＝�(V� 
�V D � 
�V E � 
�V F �（ヘロンの公式）（��辺）

　　　�＝�
�
�(� 
��D E F � 
���D E F � 
��D E F � 
��D E F ��＝�

�
�( ������ �E �F � �F �D � �D �E �D �E �F ��

　　� �
� 
�6 �＝��

�E �F �� �F �D �� �D �E � �D � �E � �F �＝���
�E �F � �F �D 
� �D �E � �

� 
���D �E �F �

���　�6�＝�
�D VLQ%VLQ&

�VLQ � 
�% &
�＝�

�D WDQ%WDQ&

�� 
�WDQ% WDQ&
�（��角夾辺）

���　�6�＝�UV�（内接円の半径）

���　�6�＝�
DEF
�5
�＝�� �5 VLQ$VLQ%VLQ&（外接円の半径）

���　6�＝� �V WDQ
$
�
WDQ

%
�
WDQ

&
�
�

���　�6�＝�( DUU EU FU �＝�U( ��DU EU EU FU FU DU �（傍接円の半径）

内接円，外接円，傍接円の半径５

���　�U�＝
6
V
�＝�)

� 
�V D � 
�V E � 
�V F

V
�＝��V 
�D WDQ

$
�
�＝��5VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
�＝�

DVLQ
%
�
VLQ

&
�

FRV
$

�

�
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���　� DU �＝�VWDQ
$
�
�
�V E

WDQ
&

�

�＝�
�V F

WDQ
%

�

��5VLQ
$
�
FRV

%
�
FRV

&
�
�＝�

6
�V D
�＝�)

V� 
�V E � 
�V F

�V D
�

���　�
�

DU
�
�

EU
�
�

FU
�＝�
�
U
�

　　�
U

DU
�＝�

�V D
V
�，等

���　5�U �＝�
�
� �

D
WDQ$

�
E

WDQ% ��
F

WDQ&
�＝�

���������D E �DE �E F �EF �F D �FD �D �E �F

�6
�

　　�5U�＝�
DEF
�V
�，

　　
U
5
�＝�FRV$�FRV%�FRV&���＝�

���������D E �DE �E F �EF �F D �FD �D �E �F

�DEF
���

　　　��＝�
�� 
�V D � 
�V E � 
�V F

DEF
�

���　△$%&�の外接円に内接し，各辺の中点に接する円を

2��� 
�U �，2��� 
�U �，2��� 
�U �とする。

�U ��＝�
D� 
�V E � 
�V F

�6
���＝�

D

�)
� 
�V E � 
�V F

V� 
�V D
�

�U �＝�
� 
�V D E� 
�V F

�6
�＝�

E

�)
� 
�V F � 
�V D

V� 
�V E
�

�U �＝�
� 
�V D � 
�V E F

�6
�＝�

F

�)
� 
�V D � 
�V E

V� 
�V F
�

�　5�＝�
DEF
�6
�と類似している。

���　△$%&�が�E F �の二等辺三角形のとき，

内接円を�,�� 
U �とすると，U� �U  �D�E �

６

���　内心を�,�とすると，� �U �U  
�
��
�$,�

�　���　外心を�2，外接円の半径を�5�とし，2�から�%&�に下した垂線の足を�'，

2'�の延長と外接円の交点を�(�とする。

V 
��D E F
�

�とおくと，�6�＝�(V� 
�V D � 
�V E � 
�V F �（ヘロンの公式）である。

�%2'＝$�であるから，2'＝�5FRV$ �

�� �U �＝�
�2( 2'
�

�＝�
�5 5FRV$
�

�＝�
�
�
5�� 
�FRV$ �

　　�＝�
�

�
･
DEF

�6 �� ��
���E �F �D

�EF
�＝�

D� 
��D E F � 
��D E F
��6

�

　　�＝�
D� 
�V E � 
�V F

�6
��＝�

D� 
�V E � 
�V F

�(V� 
�V D � 
�V E � 
�V F
�＝�

D

�)
� 
�V E � 
�V F

V� 
�V D
�，等

���　�U�＝�
6
V
�＝�)

� 
�V D � 
�V E � 
�V F

V
�より，E F �のとき，�U�＝�

D

�)
��E D

��E D

また，�E F �のとき，� �U �＝�
E

�)
� 
�V F � 
�V D

V� 
�V E
�＝�

E

�)
��E D

��E D
�より，�U� �U �＝��D�E �　W

���　$,�と�%&�の交点を�'�とすると，
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$,＝�
�E F
��D E F
�$'＝�

�E F
��D E F
���
�EF
�E F
FRV

$
�
�＝�

EF
V
�)

V� 
�V D

EF
�＝�)

EF� 
�V D

V
�　�$,�＝�

EF� 
�V D
V

�

よって， �U �U �＝�
E

�)
� 
�V F � 
�V D

V� 
�V E
���
F

�)
� 
�V D � 
�V E

V� 
�V F
�＝�

EF� 
�V D
��V

＝�
�
��
�$,�　W

三角形$%&�において，内角を�$，%，&（$�%�& S），その対辺を�D�，�E�，�F�とし，�D�E�F �V�，三角形の面７
積を�6�，また，外接円の半径を�5�とする。

���　�VLQ$�VLQ%�VLQ& �＝��FRV
$
�
FRV

%
�
FRV

&
�
�＝�

V
5
�

�　左辺＝��VLQ
�$ %
�

FRV
�$ %
�

��VLQ
&
�
FRV

&
�
�＝��VLQ

�S &
�
FRV

�$ %
�

��VLQ
�S � 
�$ %
�

FRV
&
�
�

＝��FRV
&
�
FRV

�$ %
�

��FRV
�$ %
�

FRV
&
�
�＝��FRV

&
� �FRV

�$ %
� ��FRV

�$ %
�

�

＝��FRV
&
�
･�FRV

$
�
FRV � ��

%
�
�＝��FRV

$
�
FRV

%
�
FRV

&
�
�

また，左辺＝�
D
�5
�

E
�5
�

F
�5
 

V
5

よって，�VLQ$�VLQ%�VLQ& �＝��FRV
$
�
FRV

%
�
FRV

&
�
�＝�

V
5
�　W

���　�VLQ$�VLQ%�VLQ& �＝��VLQ
$
�
VLQ

%
�
FRV

&
�
�＝�

�V F
5
�

�　左辺＝��VLQ
�$ %
�

FRV
�$ %
�

��VLQ
&
�
FRV

&
�
�＝��VLQ

�S &
�
FRV

�$ %
�

��VLQ
�S � 
�$ %
�

FRV
&
�
�

＝��FRV
&
�
FRV

�$ %
�

��FRV
�$ %
�

FRV
&
�
�＝��FRV

&
� �FRV

�$ %
� ��FRV

�$ %
�

�

＝��FRV
&
�
･� 
�� VLQ

$
�
VLQ � ��

%
�
�＝��VLQ

$
�
VLQ

%
�
FRV

&
�
�

また，左辺＝�
D
�5
�

E
�5
�

F
�5
 
�V F
5

よって，�VLQ$�VLQ%�VLQ& �＝��VLQ
$
�
VLQ

%
�
FRV

&
�
�＝�

�V F
5
�　W

���　�FRV$�FRV%�FRV& �＝��VLQ
$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
���＝�

U
5
���

�　左辺＝��FRV
�$ %
�

FRV
�$ %
�

���� �VLQ
&
�
�＝��FRV

�S &
�
FRV

�$ %
�

��VLQ
&
�
VLQ

�S � 
�$ %
�

���

＝��VLQ
&
� �FRV

�$ %
� ��FRV

�$ %
�

���＝��VLQ ･
&
� � 
�� VLQ

$
�
VLQ � ��

%
�
���＝��VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
���

次に，�VLQ
$
�
�＝)

�� FRV$

�
�＝�)

�

� � ���
���E �F �D

�EF
�＝�)

��D �
� 
�E F

�EF
�＝�)

� 
�V E � 
�V F

EF
�

同様に，�VLQ
%
�
�＝�)

� 
�V F � 
�V D

FD
�，�VLQ

&
�
�＝�)

� 
�V D � 
�V E

DE
�

�VLQ
$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
���＝��)

� 
�V E � 
�V F

EF
�)

� 
�V F � 
�V D

FD
�)

� 
�V D � 
�V E

DE
���

＝�
�� 
�V D � 
�V E � 
�V F

DEF
���＝�

�V� 
�V D � 
�V E � 
�V F
DEFV

���＝�
�6
DEF

･
6
V
��＝�

U
5
���

よって，�FRV$�FRV%�FRV& �＝��VLQ
$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
���＝�

U
5
���　W
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���　�FRV$�FRV%�FRV& �＝��FRV
$
�
FRV

%
�
VLQ

&
�
���＝�

�U

5
���

�　左辺＝��FRV
�$ %
�

FRV
�$ %
�

��� ��� �VLQ
&
�
�＝��FRV

�S &
�
FRV

�$ %
�

��VLQ
&
�
VLQ

�S � 
�$ %
�

���

＝��VLQ
&
� �FRV

�$ %
� ��FRV

�$ %
�

���＝��VLQ
&
�
･�FRV

$
�
FRV� ��

%
�
���＝��FRV

$
�
FRV

%
�
VLQ

&
�
���

次に，�FRV
$
�
�＝)

V� 
�V D

EF
�，�FRV

%
�
�＝�)

V� 
�V E

FD
�，�VLQ

&
�
�＝�)

� 
�V D � 
�V E

DE
�であるから

�FRV
$
�
FRV

%
�
VLQ

&
�
���＝��)

V� 
�V D

EF
�)

V� 
�V E

FD
�)

� 
�V D � 
�V E

DE
���

＝�
�V� 
�V D � 
�V E

DEF
���＝�

�V� 
�V D � 
�V E � 
�V F
DEF� 
�V F

���＝�
�6
DEF
･

6
�V F
��＝�

�U

5
��　�

よって，�FRV$�FRV%�FRV& �＝��FRV
$
�
FRV

%
�
VLQ

&
�
���＝�

�U

5
���　W

���　�WDQ$�WDQ%�WDQ& �＝�WDQ$WDQ%WDQ& �＝�
�

� 
�6

� 
���E �F �D � 
���F �D �E � 
���D �E �F
�

鋭角三角形のとき，�WDQ$�WDQ%�WDQ& ����(� �

�　�WDQ � 
�$ % �＝�WDQ � 
�S & �であるから，
�WDQ$ WDQ%

�� WDQ$WDQ%
 �WDQ& �

分母を払うと，�WDQ$�WDQ% �WDQ&�WDQ$ WDQ%WDQ& �

よって，�WDQ$�WDQ%�WDQ& �＝�WDQ$WDQ%WDQ& �

WDQ$WDQ%WDQ& �＝�
VLQ$
FRV$

･
VLQ%
FRV%

･
VLQ&
FRV&

�＝�

�6
EF

���E �F �D

�EF

･

�6
FD

���F �D �E

�FD

･

�6
DE

���D �E �F

�DE

�

＝�
�

� 
�6

� 
���E �F �D � 
���F �D �E � 
���D �E �F
�

よって，�WDQ$�WDQ%�WDQ& �＝�WDQ$WDQ%WDQ& �＝�
�

� 
�6

� 
���E �F �D � 
���F �D �E � 
���D �E �F
�　W

次に，鋭角三角形のとき，�WDQ !$ ���� WDQ !% ���� WDQ !& �であるから，相加平均と相乗平均の関係より

�WDQ$�WDQ%�WDQ&��� �(WDQ$ WDQ%WDQ& �　…①

等号が成り立つとき，�WDQ$ WDQ% WDQ&，すなわち�正三角形のとき。�WDQ$ WDQ
S

�
 (� �

これを①に代入すると，�WDQ$�WDQ%�WDQ& ����(� �

���　�FRW$�FRW%�FRW& �＝�
�� FRV$FRV%FRV&
VLQ$VLQ%VLQ&

�＝�
���D �E �F

�6
���(� �

�　�FRV � 
��$ % & �＝�FRV � 
�$ % FRV&�VLQ � 
�$ % VLQ& �

＝�FRV$FRV%FRV&�VLQ$VLQ%FRV&�VLQ$FRV%VLQ&�FRV$VLQ%VLQ& �＝����であるから

FRV$VLQ%VLQ&�VLQ$FRV%FRV&�VLQ$VLQ%FRV& �＝���FRV$FRV%FRV& �

左辺＝�
FRV$
VLQ$

�
FRV%
VLQ%

�
FRV&
VLQ&

�＝�
��FRV$VLQ%VLQ& VLQ$FRV%VLQ& VLQ$VLQ%FRV&

VLQ$VLQ%VLQ&
�

＝�
�� FRV$FRV%FRV&
VLQ$VLQ%VLQ&

また，左辺＝�
FRV$
VLQ$

�
FRV%
VLQ%

�
FRV&
VLQ&

�＝�

���E �F �D

�EF

�6

EF

�

���F �D �E

�FD

�6

FD

�

���D �E �F

�DE

�6

DE

�＝
���D �E �F

�6
�

-7-



次に，コーシー�シュワルツの不等式より

��
�� � �� 
� �� �

�D � �E 
� �F ��� �
� 
��･� D ･� E ･� F �　�� �D � �E � �F ���

�
� 
��D E F

�
�（等号は，�D E F�のとき）

最後に，��
���D �E �F

�6
���

�
� 
��D E F

･� �6
 

�
� 
�V

･� �6
 

V

�U
�　…①　

相加平均，相乗平均の関係より

�
V
�
 

��� 
�V D � 
�V E � 
�V F
�

��� �(� 
�V D � 
�V E � 
�V F �（等号は，�D E F�のとき）

�

� �
V

�
����V 
�D �V 
�E �V 
�F �　�

�V

��
��� � 
�V D � 
�V E � 
�V F

V
�＝� �U �　�

V

�(�
���U�　��

V
�U
���(� �　…②

①，②より��
���D �E �F

�6
���(� �（等号は，�D E F�のとき）

よって，�FRW$�FRW%�FRW& �＝�
�� FRV$FRV%FRV&
VLQ$VLQ%VLQ&

�＝�
���D �E �F

�6
���(� �　W

�　�FRW$�FRW%�FRW&�(� の証明は，�����と同じように，相加平均と相乗平均の関係を使うと，容易にできる。

���　�FRW$�FRW%�FRW%�FRW&�FRW&�FRW$ ��

�　��で証明した，WDQ$�WDQ%�WDQ& �＝�WDQ$WDQ%WDQ& �の両辺を�WDQ$WDQ%WDQ& �で割ると得られる。

���　�VLQ�$�VLQ�%�VLQ�& �＝��VLQ$VLQ%VLQ& �＝�
�6
�5
�

�　左辺＝��VLQ � 
�$ % FRV � 
�$ % ��VLQ&FRV& �＝��VLQ � 
�S & FRV � 
�$ % ��VLQ& FRV � ��S � 
�$ % �

＝��VLQ& �FRV � 
�$ % ��FRV � 
�$ % �＝��VLQ& ･� 
�� VLQ$VLQ � 
�% �＝��VLQ$VLQ%VLQ& �

また，��VLQ$VLQ%VLQ& �＝��･
D
�5
･
E
�5
･
F
�5
�＝�

�
�5
･
DEF
�5
�＝�
�6
�5
�

よって，�VLQ�$�VLQ�%�VLQ�& �＝��VLQ$VLQ%VLQ& �＝�
�6
�5
�　W

���　�FRV�$�FRV�%�FRV�& �＝���FRV$FRV%FRV&���

�　左辺＝��FRV � 
�$ % FRV � 
�$ % �� �FRV &���＝��FRV � 
�S & FRV � 
�$ % ��FRV& FRV � ��S � 
�$ % ���

＝���FRV& FRV � 
�$ % ��FRV&FRV � 
�$ % ���＝���FRV& � ��FRV � 
�$ % FRV � 
�$ % ���

＝���FRV& ･�FRV$FRV � 
�% ���＝���FRV$FRV%FRV&���　W

����　�VLQ
$
�
�VLQ

%
�
�VLQ

&
�
�＝��VLQ

�% &
�
VLQ

�& $
�

VLQ
�$ %
�

���

�　左辺＝��VLQ
�$ %
�

FRV
�$ %
�

�VLQ
�S � 
�$ %
�

�＝��VLQ
�$ %
�

FRV
�$ %
�

�FRV
�$ %
�

�

＝��VLQ
�$ %
�

FRV
�$ %
�

���� �VLQ
�$ %
�

＝��VLQ
�$ %
� �FRV

�$ %
� ��VLQ

�$ %
�

���

＝��VLQ
�$ %
� � ��FRV

�$ %
�

FRV� ��
S

�
�$ %
�

���＝��VLQ ･
�$ %
� � 
�� VLQ

�S %
�
VLQ

�$ S

�
���

＝��VLQ
�% &
�
VLQ

�& $
�

VLQ
�$ %
�

���＝右辺　

VLQ
$
�
�VLQ

%
�
�VLQ

&
�
�＝��VLQ

�% &
�
VLQ

�& $
�

VLQ
�$ %
�

���　W

����　�FRV
$
�
�FRV

%
�
�FRV

&
�
�＝��FRV

�% &
�
FRV

�& $
�

FRV
�$ %
�

�

�　左辺＝��FRV
�$ %
�

FRV
�$ %
�

�FRV
�S � 
�$ %
�

�＝��FRV
�$ %
�

FRV
�$ %
�

�VLQ
�$ %
�

�

＝��FRV
�$ %
�

FRV
�$ %
�

��VLQ
�$ %
�
FRV

�$ %
�

�＝��FRV
�$ %
� �FRV

�$ %
� ��VLQ

�$ %
�

�

-8-



＝���FRV
�$ %
� �FRV

�$ %
� ��FRV� ��

S

�
�$ %
�

�＝��FRV
�$ %
�

･�FRV
�S %
�
FRV

�$ S

�
�

＝��FRV
�% &
�
FRV

�& $
�

FRV
�$ %
�

�＝右辺　

FRV
$
�
�FRV

%
�
�FRV

&
�
�＝��FRV

�% &
�
FRV

�& $
�

FRV
�$ %
�

�　W

����　�WDQ
$
�
�WDQ

%
�
�WDQ

&
�
�＝�

�� VLQ
$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�

FRV
$

�
FRV

%

�
FRV

&

�

�＝�
��5 U
V
�

�　左辺＝�

VLQ
$
�

FRV
$

�

�
VLQ

%
�

FRV
%

�

�
VLQ

&
�

FRV
&

�

�

＝�

��VLQ
$
�
FRV

%
�
FRV

&
�

FRV
$
�
VLQ

%
�
FRV

&
�

FRV
$
�
FRV

%
�
VLQ

&
�

FRV
$

�
FRV

%

�
FRV

&

�

��＝★

ここで，�� VLQ
��$ % &
�

 VLQ
�$ %
�

FRV
&
�
�FRV

�$ %
�

VLQ
&
�
�

＝�VLQ
$
�
FRV

%
�
FRV

&
�
�FRV

$
�
VLQ

%
�
FRV

&
�
�FRV

$
�
FRV

%
�
VLQ

&
�
�VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
�であるから，

VLQ
$
�
FRV

%
�
FRV

&
�
�FRV

$
�
VLQ

%
�
FRV

&
�
�FRV

$
�
FRV

%
�
VLQ

&
�
 ��VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
�

★＝�

�� VLQ
$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�

FRV
$

�
FRV

%

�
FRV

&

�

�＝中辺＝�

�� )
� 
�V E � 
�V F

EF )
� 
�V F � 
�V D

FD )
� 
�V D � 
�V E

DE

)
V� 
�V D

EF )
V� 
�V E

FD )
V� 
�V F

DE

�

＝�
�DEF � 
�V D � 
�V E � 
�V F

V6
�＝�

�DEFV V� 
�V D � 
�V E � 
�V F
�V 6

�＝�
��56V �6
�V 6

�＝�
��5V 6
�V
�＝�

��5 U
V
�＝右辺

よって，�WDQ
$
�
�WDQ

%
�
�WDQ

&
�
�＝�

�� VLQ
$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�

FRV
$

�
FRV

%

�
FRV

&

�

�＝�
��5 U
V
�　W

����　�FRW
$
�
�FRW

%
�
�FRW

&
�
�＝�FRW

$
�
FRW

%
�
FRW

&
�
�＝�

V
U
�

�　�WDQ
�$ %
�

 WDQ
�S &
�
�であるから，

�WDQ
$
�

WDQ
%
�

�� WDQ
$

�
WDQ

%

�

 
�

WDQ
&

�

�

分母を払い移項すると，�WDQ
%
�
WDQ

&
�
�WDQ

&
�
WDQ

$
�
�WDQ

$
�
WDQ

%
�
 ��

両辺を�WDQ
$
�
WDQ

%
�
WDQ

&
�
�で割ると，�FRW

$
�
�FRW

%
�
�FRW

&
�
�＝�FRW

$
�
FRW

%
�
FRW

&
�
�

次に，�FRW
$

�
 )

V� 
�V D

� 
�V E � 
�V F
�，�FRW

%

�
 )

V� 
�V E

� 
�V F � 
�V D
�，�FRW

&

�
 )

V� 
�V F

� 
�V D � 
�V E
�であるから

FRW
$
�
FRW

%
�
FRW

&
�
�＝�)

V� 
�V D

� 
�V E � 
�V F
�)

V� 
�V E

� 
�V F � 
�V D
�)

V� 
�V F

� 
�V D � 
�V E
＝�)

�V

V� 
�V D � 
�V E � 
�V F
�

＝�
�V

6
�＝�

V
U
�
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よって，�FRW
$
�
�FRW

%
�
�FRW

&
�
�＝�FRW

$
�
FRW

%
�
FRW

&
�
�＝�

V
U
�　W

����　� �VLQ $� �VLQ %� �VLQ & �＝���� 
�FRV$FRV%FRV& �

�　左辺＝�
�� FRV�$
�

�
�� FRV�%
�

�
�� FRV �&
�

�＝�
�
�
�
�
� �FRV�$�FRV�% 
�FRV�& �

＝�
�
�
�
�
� ���FRV$FRV%FRV& 
�� ＝���� 
�FRV$FRV%FRV& �＝右辺

よって，� �VLQ $� �VLQ %� �VLQ & �＝���� 
�FRV$FRV%FRV& �　W

����　� �FRV $� �FRV %� �FRV & �＝����FRV$FRV%FRV& �

�　左辺＝��� 
� �VLQ $ ��� 
� �VLQ % ��� 
� �FRV & �＝����
�VLQ $� �VLQ % 
� �VLQ & �

＝������ 
�FRV$FRV%FRV& �＝����FRV$FRV%FRV& �＝右辺

よって，� �FRV $� �FRV %� �FRV & �＝����FRV$FRV%FRV& �　W

����　� �FRV $� �FRV %� �FRV & �＝����VLQ$VLQ%FRV& �

�　左辺＝�
�� FRV�$
�

�
�� FRV�%
�

� �FRV & �＝���
�
�
･�FRV � 
�$ % FRV � 
�$ % �FRV& �S��$ �
�%

＝���FRV& �FRV � 
�$ % ��FRV � 
�$ % �＝���FRV& ･� 
�� VLQ$VLQ � 
�% �＝���VLQ$VLQ%FRV& �＝右辺

よって，� �FRV $� �FRV %� �FRV & �＝����VLQ$VLQ%FRV& �　W

����　� �FRV
$
�
� �FRV

%
�
� �FRV

&
�
�＝���� ��VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
�＝���� ��

U
�5

�

�　左辺＝�
�� FRV$
�

�
�� FRV%
�

�
�� FRV&
�

�＝�
�
�
�
�
� �FRV$�FRV% 
�FRV& �

＝�
�
�
�
�
� ��VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
� ��� �）＝���� ��VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
�

次に，�VLQ
$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
＝�

U
�5
�であるから，���� ��VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
�＝���� ��

U
�5

�

よって，� �FRV
$
�
� �FRV

%
�
� �FRV

&
�
�＝���� ��VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
�＝���� ��

U
�5

�　W

����　� �FRV
$
�
� �FRV

%
�
� �FRV

&
�
�＝��FRV

$
�
FRV

%
�
VLQ

&
�
�＝�

�U

�5
�

�　左辺＝�
�� FRV$
�

�
�� FRV%
�

�
�� FRV&
�

�＝�
�
� ���FRV$�FRV% 
�FRV& �

＝�
�
� ����FRV

$
�
FRV

%
�
VLQ

&
� ��� �＝��FRV

$
�
FRV

%
�
VLQ

&
�
（中辺）

また，�FRV
$
�
FRV

%
�
VLQ

&
�
＝�

�U

�5
�であるから，中辺＝��･

�U

�5
�＝�

�U

�5
�＝右辺

よって，� �FRV
$
�
� �FRV

%
�
� �FRV

&
�
�＝��FRV

$
�
FRV

%
�
VLQ

&
�
�＝�

�U

�5
�　W

����　�VLQ$VLQ%�VLQ%VLQ&�VLQ&VLQ$ �

＝���FRV
�% &
�
FRV

�& $
�
FRV

�$ %
� ��VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
�

�　左辺＝��
�
� �FRV � 
�$ % ��FRV � 
�$ % �

�
� �FRV � 
�% & ��FRV� 
�% & �

�
� �FRV � 
�& $ ��FRV � 
�& $

＝�
�
� �FRV � 
�% & �FRV � 
�& $ ��FRV � 
�$ % �

�
� �FRV$�FRV% 
�FRV& �＝★

ここで，

前項の�� ��＝��FRV
�% $
�

FRV
��$ % �&
�

�� �FRV
�$ %
�

���
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＝��FRV
�$ %
� �FRV

��$ % �&
� ��FRV

�$ %
�

���＝��FRV
�$ %
�

･�FRV
�$ &
�

FRV
�% &
�
���

＝��FRV
�% &
�
FRV

�& $
�

FRV
�$ %
�

���

後項の�� 
�＝��VLQ
$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
���

★＝�
�
� ��FRV

�% &
�
FRV

�& $
�
FRV

�$ %
� ��� �

�
� ��VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
� ��� �

＝���FRV
�% &
�
FRV

�& $
�
FRV

�$ %
� ��VLQ

$
�
VLQ

%
�
VLQ

&
�
�＝右辺　W

����　�VLQ�$�VLQ�%�VLQ�& �＝���FRV
�$
�
FRV
�%
�
FRV

�&
�
�

�　左辺＝��VLQ
�� 
�$ %
�

FRV
�� 
�$ %
�

��VLQ
�&
�
FRV
�&
�
�

＝��VLQ
�� 
�S &
�

FRV
�� 
�$ %
�

��VLQ
�� ��S � 
�$ %

�
FRV
�&
�

＝���FRV
�&
�
FRV
�� 
�$ %
�

��FRV
�� 
�$ %
�

FRV
�&
�
�

＝���FRV
�&
� �FRV

�� 
�$ %
� ��FRV

�� 
�$ %
�

�＝���FRV
�&
�
･�FRV

�$
�
FRV� ��

�%
�
�

＝���FRV
�$
�
FRV
�%
�
FRV

�&
�

よって，�VLQ�$�VLQ�%�VLQ�& �＝���FRV
�$
�
FRV
�%
�
FRV

�&
�
�　W

����　� �VLQ $� �VLQ %� �VLQ & �＝��FRV
$
�
FRV

%
�
FRV

&
�
�FRV

�$
�
FRV

�%
�
FRV

�&
�
�

�　�VLQ�K �VLQK� �VLQ K �より，� �VLQ K 
��VLQK VLQ�K
�

�であるから，

左辺＝�
��VLQ$ VLQ�$
�

�
��VLQ% VLQ�%
�

�
��VLQ& VLQ�&
�

�

＝�
�
� �VLQ$�VLQ% 
�VLQ& �

�
� �VLQ�$�VLQ�% 
�VLQ�& �＝■

ここで，

前項の�� 
�＝��FRV
$
�
FRV

%
�
FRV

&
�
�

後項の�� 
�＝��VLQ
�� 
�$ %
�

FRV
�� 
�$ %
�

��VLQ
�&
�
FRV
�&
�
�

＝��VLQ
�� 
�S &
�

FRV
�� 
�$ %
�

��VLQ
�� ��S � 
�$ %

�
FRV
�&
�
�＝★

ここで，�VLQ� ��
�S
�

K  �FRV
�K
�
�であるから

★＝���FRV
�&
�
FRV
�� 
�$ %
�

��FRV
�� 
�$ %
�

FRV
�&
�
�＝���FRV

�&
� �FRV

�� 
�$ %
� ��FRV

�� 
�$ %
�

�

＝���FRV ･
�&
�
�FRV

�$
�
FRV � ��

�%
�
�＝���FRV

�$
�
FRV
�%
�
FRV

�&
�
�

■＝��FRV
$
�
FRV

%
�
FRV

&
�
�FRV

�$
�
FRV
�%
�
FRV

�&
�
�＝右辺　W

����　� �VLQ $VLQ � 
�% & � �VLQ %VLQ � 
�& $ � �VLQ &VLQ � 
�$ % �＝���
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�　まず，� �VLQ $VLQ � 
�% & �＝�
��VLQ$ VLQ�$
�

･VLQ � 
�% & �

＝�
�
�
･� ��

�
� �FRV � 
��$ % & ��FRV � 
��$ % & �－�

�
�
･� ��

�
� �FRV � 
���$ % & ��FRV � 
���$ % &

＝��
�
� �FRV � 
�S �& ��FRV � 
�S �% �＋�

�
� �FRV � 
��S �$ �& ��FRV � 
��S �$ �% �

＝�
�
� �FRV �& 
�FRV�% �－�

�
� �FRV �� 
�& $ ��FRV�� 
�$ % �

同様に，

� �VLQ %VLQ � 
�& $ �＝�
�
� �FRV �$ 
�FRV �& �－�

�
� �FRV �� 
�$ % ��FRV�� 
�% & �

� �VLQ & VLQ� 
�$ % � �
�
� �FRV �% 
�FRV�$ �－�

�
� �FRV �� 
�% & ��FRV�� 
�& $ �

これら���式を辺々加えると，左辺＝���

よって，� �VLQ $VLQ � 
�% & � �VLQ %VLQ � 
�& $ � �VLQ &VLQ � 
�$ % �＝���　W

����　� �VLQ $FRV � 
�% & � �VLQ %FRV � 
�& $ � �VLQ &FRV � 
�$ % �＝��VLQ$ �VLQ%VLQ& �＝�
�6

� �5
�

�　まず，� �VLQ $FRV � 
�% & �＝�
��VLQ$ VLQ�$
�

･FRV � 
�% & �

＝�
�
�
･
�
� �VLQ � 
��$ % & ��VLQ � 
��$ % & �

�
�
･
�
� �VLQ � 
���$ % & ��VLQ � 
���$ % & �

＝�
�
� �VLQ � 
�S �& ��VLQ � 
�S �% �

�
� �VLQ� 
��S �$ �& ��VLQ � 
��S �$ �% �

＝�
�
� �VLQ�% 
�VLQ�& �

�
� �VLQ�� 
�& $ ��VLQ�� 
�$ % �

同様に，

�VLQ %FRV � 
�& $ �＝�
�
� �VLQ�& 
�VLQ�$ �

�
� �VLQ�� 
�$ % ��VLQ�� 
�% & �

�VLQ & FRV � 
�$ % �＝�
�
� �VLQ�$ 
�VLQ�% �

�
� �VLQ�� 
�% & ��VLQ�� 
�& $ �

これら���式を辺々加えると，

�VLQ $FRV � 
�% & � �VLQ %FRV � 
�& $ � �VLQ &FRV � 
�$ % �

＝�
�
� �VLQ�$�VLQ�% 
�VLQ�&  

�
�
･�VLQ$VLQ%VLQ&＝��VLQ$VLQ%VLQ& ��　W

����　�VLQ%VLQ& VLQ� 
�% & �＋�VLQ& VLQ$VLQ � 
�& $ �＋�VLQ$VLQ%VLQ � 
�$ % �

＝��VLQ � 
�% & VLQ � 
�& $ VLQ � 
�$ % �

�　まず，�VLQ%VLQ& VLQ� 
�% & �＝��
�
� �FRV � 
�% & ��FRV � 
�% & VLQ � 
�% & �

＝��
�
�
･
�
� �VLQ�%�VLQ�& ��VLQ�� 
�% & �＝�

�
� �VLQ�� 
�% & �VLQ�% ��VLQ�& �　…①

同様に，�VLQ& VLQ$VLQ � 
�& $ �＝�
�
� �VLQ�� 
�& $ �VLQ�& ��VLQ�$ �　…②

�VLQ$VLQ%VLQ � 
�$ % �＝�
�
� �VLQ�� 
�$ % �VLQ�$ ��VLQ�% �　…③

①，②，③を辺々加えると，

VLQ%VLQ& VLQ� 
�% & �＋�VLQ& VLQ$VLQ � 
�& $ �＋�VLQ$VLQ%VLQ � 
�$ % �

＝�
�
� �VLQ�� 
�% & �VLQ�� 
�& $ ��VLQ�� 
�$ % �
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＝�
�
� ��VLQ � 
�% $ FRV � 
��% �& $ ���VLQ� 
�$ % FRV � 
�$ % �

＝�
�
�
･� 
�� VLQ� 
�$ % �FRV � 
��% �& $ ��FRV � 
�$ % �＝��

�
�
VLQ ･� 
�$ % � 
�� VLQ�� 
�% & VLQ�� 
�$ & �

＝��VLQ � 
�% & VLQ � 
�& $ VLQ � 
�$ % �　W

����　� �VLQ $� �VLQ %� �VLQ & �＝���
�VLQ % �VLQ &� �VLQ & �VLQ $ 
� �VLQ $ �VLQ % �－�� �VLQ $ �VLQ % �VLQ & �

�　まず，� �VLQ $ �＝� �
� 


�VLQ $ �＝�
�

� �
�� FRV�$

�
�＝�
�
� ����FRV�$ 
� �FRV �$ �

＝�
�
� ����FRV �$ ��

�� FRV �$
�

�＝�
�
� ����FRV�$ 
�FRV�$ �であるから

左辺＝�
�
� ����FRV�$ 
�FRV�$ �＋�

�
� ����FRV�% 
�FRV�% �＋�

�
� ����FRV�& 
�FRV �&

　　＝�
�
�
�
�
� �FRV�$�FRV�% 
�FRV�& �

�
� �FRV �$�FRV �% 
�FRV �& �

　ここで，�FRV�$�FRV�%�FRV�& �＝��FRV�� 
�$ % FRV �� 
�$ % �� �FRV �&���

　　　　＝��FRV�� 
�S & FRV�� 
�$ % ��FRV�&FRV�� ��S � 
�$ % ���

　　　　＝��FRV�&FRV �� 
�$ % ��FRV �& FRV�� 
�$ % ���＝��FRV�& �FRV �� 
�$ % ��FRV�� 
�$ % ���

�　　　　＝��FRV�& ･FRV �$ ･�FRV � 
��% ���＝��FRV�$FRV�%FRV�&���であるから，

左辺＝�
�
�
�
�
� �FRV�$�FRV�% 
�FRV�& �

�
� ��FRV�$FRV �%FRV�& 
��

　　＝���
�
� �FRV�$�FRV �% 
�FRV �& �

�
�
FRV�$FRV �%FRV �&

次に，� �VLQ % �VLQ & �＝�
�� FRV�%
�

･
�� FRV�&
�

�＝�
�
� ����FRV �% 
�FRV �& ��FRV�%FRV�& �，

� �VLQ $ �VLQ % �VLQ & �＝�
�� FRV�$
�

･
�� FRV�%
�

･
�� FRV �&
�

�左辺＝�
�
� ����FRV �$�FRV�% 
�FRV �&

�FRV�%FRV�&�FRV �& FRV�$�FRV�$FRV �% ��FRV �$FRV�%FRV�& �であるから，

右辺＝���
�
� ����FRV�% 
�FRV �& ��FRV�%FRV�& �

�
� ��� �FRV�& 
�FRV�$ ��FRV�& FRV�$ �

�
� ����FRV �$


�FRV �% ���FRV�$FRV �% �－�����

�
� ����FRV �$�FRV�% 
�FRV �& �FRV�%FRV�&�FRV �& FRV�$�FRV�$FRV �% ��FRV�$FRV�%FRV�& �

�＝���
�
� �FRV �$�FRV �% 
�FRV �& �

�
�
FRV�$FRV �%FRV �& �

よって，�

�VLQ $� �VLQ %� �VLQ & �＝���
�VLQ % �VLQ &� �VLQ & �VLQ $ 
� �VLQ $ �VLQ % �－�� �VLQ $ �VLQ % �VLQ & �　W

-13-



���　D�E�F �S�のとき，�８
①�　 �FRV D� �FRV E� �FRV F��FRVDFRVE FRVF�� ��

②　△$%&�と点�3�について，

$3＝�[�，%3＝�\�，&3＝�]�，

�%3&＝D，�&3$＝E，�$3%＝F�とおくと，

①と，�FRVD �＝�
���\ �] �D

�\]
�，等により，

�[ �
� 
���\ �] �D � �\ �

� 
���] �[ �E � �] �
�[ � �\ 
� �F ��

�\ � �] 
� �D �
�] � �[ 
� �E �

�[ � �\ 
� �F �� �[ �\ �]  ��

（六斜術と同値）

���　D�E�F S�のとき，

　①　� �FRV D� �FRV E� �FRV F��FRVDFRVE FRVF�� ��

　②�　WDQD�WDQE�WDQF WDQD WDQEWDQF �

���　�D�E�F 
S

�
�のとき，�FRWD�FRWE�FRWF FRWD�FRWE�FRWF�

その他９

���　�DFRV$�EFRV%�FFRV& �＝�
�6
5
�

���　�FRV$�FRV%FRV& �＝�VLQ%VLQ& �＝�
6
D5
，等

　　�� �D �
�E � �F 
� �D ��

�F � �D 
� �E �
�D � �E 
� �F �

���＝�� �E �
�F � �D 
� �E ��

�D � �E 
� �F �
�E � �F 
� �D �

���＝�� �F �
�D � �E 
� �F � �

�E � �F 
� �D �
�F � �D 
� �E �

���＝�� �E �F �� �F �D �� �D �E � �D � �E � �F �＝� �
� 
�6 �

���　�EFRV%�FFRV&�DFRV%FRV& �＝�
6
5
�，等

���　�
��� 
��UVLQ$ DFRV% �

� 
���U �UFRV$ DVLQ%
�D

�

　＝�
��� 
��UVLQ% EFRV& �

� 
���U �UFRV% EVLQ&
�E

�

　＝�
��� 
��UVLQ& FFRV$ �

� 
���U �UFRV& FVLQ$
�F

�＝�
�5 �U
5

�

���　�D�V 
�D � �V 
�E �V 
�F �＝�E�V 
�E ��V 
�F �V 
�D �＝�F�V 
�F ��V 
�D �V 
�E ��

　＝�U�U 
��5 �＝�
�
� �
�EF��FD��DE� �D � �E 
� �F �＝�EF�FD�DE� �V �

���　� �D � �E � �F �EF�FD�DE � �V �U�U 
��5 �

���　� �D E� �DE � �E F� �EF � �F D� �FD � �D � �E � �F �＝���5 
�U 6 �＝��DEF�
U
5 ��� �

���　�(D ���(E ���(F �を���辺にもつ三角形の面積は，�
�
�(

U� 
�U �5 �

（����������初稿，��������　時岡）
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