
Fuhrmann円の性質 

△ABCの外接円の弧 BC，CA，AB の中点をそれぞれ D1，D2，D3とし，辺

BC，CA，ABに関する D1，D2，D3の対称点をそれぞれ P，Q，Rとする。 

△PQR の外接円は，△ABC の垂心 H と Nagel 点 N を直径の両端とする円

であることを証明せよ。 

なお，三角形の辺と傍接円との接点と頂点をつなぐ 3直線は 1点で交わり，

この点をNagel点という。また，△PQRの外接円を△ABCの Fuhrmann円

という。 

 

（証） 

△ABCの外心，内心をそれぞれ O，Iとする。 

D1Pを延長し外接円との交点を E1，BCの中点

をM1とする。 

E1P＝E1D1－PD1＝2OD1－2M1D1 

＝2(OD1―M1D1)＝2OM1…① 

AOの延長と外接円との交点を Fとする。 

四角形 HBFCについて，BH∥FC，CH∥FBで

あるから，四角形 HBFCは平行四辺形となる。 

△FAHにおいて，M1は，対角線HFの中点，

Oは直径 AFの中点であるから，中点連結定理

より AH＝2OM1…② 

①，②より AH＝E1P…③ 

また，Hと Pの定義より AH∥E1P…④ 

③，④より四角形 AHPE1は平行四辺形となる

から，AE1∥HP…⑤ 

次に，ANと BC，BNと CAの交点をそれぞれ

N1，N2とおく。 

B N1＝ cs  ，N1C＝ bs  ，C N2＝ as  ，N2A＝ cs  であるから（
2
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 ），メネラウスの定理より 
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内接円と BCの接点を I1，I1Iの延長と内接円との交点を J1とする。 

Aは内接円と傍接円の相似の中心であるから，A，J1，N1は同一直線上にある。 

Aから BCに下した垂線の長さを 1h ，内接円の半径を r，△ABC＝ S とおくと， 
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11 …⑦ 

⑥，⑦より J1N1＝AN…⑧ 

△I1N1J1において，M1，Iはそれぞれ I1N1，I1J1の中点であるから， 

中点連結定理より IM1＝
2

1
J1N1＝

2

1
AN（∵⑧より） 

IM1∥ANより，AD1とNM1の交点を Gとすると，GM1＝M1N…⑨ 

また，PM1＝M1D1より四角形 PGD1N は平行四辺形となるから，AD1∥PN 



AD1⊥AE1であるから，⑤より，HP⊥PN 

よって，PはHNを直径の両端とする円周上の点となる。 

Q，Rについても同様にHNを直径の両端とする円周上の点となる。 

以上より，△PQRの外接円は，△ABC の垂心と Nagel点を直径の両端とする円となる。■ 
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