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漸化式の一般項考 

１ はじめに 

隣接 3項間の漸化式から一般項を求める方法（一般的な求め方） 

 ,3,2,10,, 1221   nqapaabaaa nnn 　　　 で定められる数列 na の一般項を求めよ。 

ただし，2次方程式 02  qpxx は相異なる 2つの解をもつものとする。
 

（解） 012   nnn qapaa ･･･① 

特性方程式 02  qpxx の 2つの解を  , とおく。  

このとき，漸化式①を変形すると 

 nnnn aaaa    112 ･･･② 

 nnnn aaaa    112 ･･･③ 

②より数列 nn aa 1 は，初項  abaa  12 ，公比 の等比数列であるから 

  1

1



  n

nn abaa 
･･･④

 

同様に③から   1

1



  n

nn abaa 
･･･⑤

 

④－⑤を計算すると 

      11   nn

n ababa 
 

よって 

    111  


 nn

n ababa 


･･･（答）
 

 この結果から，
11   nn

n BAa  の形になることが分かる。ただし， BA, はnに無関係な定数である。 

同様に，隣接 4 項間の漸化式 0123   nnnn raqapaa を特性方程式 023  rqxpxx の 3 つの解

 ,, を用いて     nnnnnnnn aaaaaaaa    1121223 と変形して求める方法は大

変であるが，
111   nnn

n CBAa  の形になると推察される。 
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２ 隣接  1i 項間の漸化式 から一般項 na の求め方 

 ikak ,,3,2,1  の値は既知， 0112211   niniininin apapapapa  （ ,3,2,1n ）･･･⑥ 

から一般項 na を求める方法を紹介したい。 

ただし， ipppi ,,,;,3,2,1 21  は定数とし， 

特性方程式 01

2

2

1

1  



ii

iii pxpxpxpx  ･･･⑦ 

が相異なる i個の解  ikk ,,3,2,1  を持つ場合についてである。 

いま，
11

33

1

22

1

11




n

ii

nnn

n AAAAa   ･･･⑧とおく。 

1 は⑦の解であるから 011

2

12

1

111  



ii

iii
pppp    

両辺に
1

11

n
A を掛けると 

0
1

11111

3

112

2

111

1

11 




 n

i

n

i

ininin
ApApApApA   ･･･(1) 

同様に， i ,,, 32  も⑦の解であるから 

0
1

22221

3

222

2

221

1

22 




 n

i

n

i

ininin
ApApApApA   ･･･(2) 

0
1

33331

3

332

2

331

1

33 




 n

i

n

i

ininin
ApApApApA   ･･･(3) 

 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ 

0
1

1

3

2

2

1

1






 n

iii

n

iii

in

ii

in

ii

in

ii ApApApApA   ･･･( i ) 

(1)～( i )を辺々加えると 

0112211   niniininin apapapapa   となり，⑧は漸化式⑥を満たすことが証明された。 

ここで，  ikAk ,,3,2,1  は，次の連立 i元 1次方程式の解である。 























 11

22

1

11

22

22

2

113

22112

211

i

ii

ii

i

ii

ii

i

AAAa

AAAa

AAAa

AAAa
















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３ 具体例の紹介 

(1) 隣接 3項間 012   nnn qapaa  の場合（ 21,aa は既知） 

【例】 

条件  ，  ，        ，，，……によって定められる

数列  について，次の問いに答えよ。

　第項  を求めよ。

　       とおくとき，   を  の式で表せ。

　一般項  をの式で表せ。
（2009 早稲田大） 

【(3)の解答例】特性方程式 0253 2  xx を解くと， 1,
3

2
x  

BABAa

n

n

n

n 






















 1

1

1

3

2
1

3

2
とおくと 2

3

2
,1 21  BAaBAa より， 4,3  BA  

よって 

11

3

2
344

3

2
3






















nn

na ･･･（答） 

（補足）  ,
6561

25732
,

2187

8492
,

729

2788
,

243

908
,

81

292
,

27

92
,

9

28
,

3

8
,2,1:na

 

 

一般に，隣接 3項間 012   nnn qapaa  の場合（ 21,aa は既知） 

特性方程式 02  qpxx の 2つの解を  , とすると， 

11   nn

n BAa  ，
















 1212 ,

aa
B

aa
A である。 

この公式を使うと 

（解）特性方程式 0253 2  xx を解くと， 1,
3

2
x  

BABAa

n

n

n

n 






















 1

1

1

3

2
1

3

2
とおくと 

4

3

2
1

1
3

2
2

,3

1
3

2

112











 BA  

よって 

11

3

2
344

3

2
3






















nn

na ･･･（答） 
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(2) 隣接 4項間 0123   nnnn raqapaa  の場合（ 321 ,, aaa は既知） 

 【例】  ,3,2,1044,2,1,1 123321   naaaaaaa nnnn 　　　  

（解）特性方程式 04423  xxx を解くと 1,2,2 x  

    111 122
 

nnn

n CBAa とおくと 

244,122,1 321  CBAaCBAaCBAa 　　  

これらを連立させて解くと 
3

2
,

4

1
,

12

7
 CBA  

よって 

        111111 182327
12

1
1

3

2
2

4

1
2

12

7  
nnnnnn

na ･･･（答） 

（補足）  ,426,86,106,22,26,6,6,2,1,1:na  

一般に，隣接 4項間 0123   nnnn raqapaa  の場合（ 321 ,, aaa は既知） 

 特性方程式 023  rqxpxx の 3つの解を  ,, とおくと， 

111   nnn

n CBAa  ， 

 
  

 
  

 
  
























 123123123 ,,

aaa
C

aaa
B

aaa
A である。 

この公式を使うと 

（解）特性方程式 04423  xxx を解くと 1,2,2 x  

    111 122
 

nnn

n CBAa とおくと 

    
  

   
  

   
   3

2

2121

1221222
,

4

1

2212

1211212
,

12

7

1222

1121122















 CBA  

よって 

        111111 182327
12

1
1

3

2
2

4

1
2

12

7  
nnnnnn

na ･･･（答） 
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(3) 隣接 5項間 01234   nnnnn saraqapaa  の場合（ 4321 ,,, aaaa は既知） 

【例】  ,3,2,1024503510,4,3,2,1 12344321   naaaaaaaaa nnnnn 　　　  

（解）特性方程式 024503510 234  xxxx を解くと 4,3,2,1x  

1111 4321   nnnn

n DCBAa とおくと 





















464278

31694

2432

1

4

3

2

1

DCBAa

DCBAa

DCBAa

DCBAa

 

これらを連立させて解くと 
3

1
,

2

3
,3,

6

5
 DCBA  

よって 

 1029324
12

1
4

3

1
3

2

3
231

6

5 111111   nnnnnnn

na ･･･（答） 

（補足）  ,59392,12771,2564,463,72,11,4,3,2,1:na  

一般に，隣接 5項間 01234   nnnnn saraqapaa  の場合（ 4321 ,,, aaaa は既知） 

特性方程式 0234  srxqxpxx の 4つの解を  ,,, とすると， 

1111   nnnn

n DCBAa  ， 

   
   

   
   

   
   

   
   



































12341234

12341234

,

,,

aaaa
D

aaaa
C

aaaa
B

aaaa
A

 

である。 

この公式を使うと 

（解）特性方程式 024503510 234  xxxx を解くと 4,3,2,1x  

1111 4321   nnnn

n DCBAa とおくと 

   
   

   
   

   
   

   
    3

1

342414

1321213322133214
,

2

3

231343

1214242211432144

,3
124232

1143231144331434
,

6

5

413121

1432224433234324























DC

BA

 

よって 

 1029324
12

1
4

3

1
3

2

3
231

6

5 111111   nnnnnnn

na ･･･（答） 
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(4) 隣接 6項間 012345   nnnnnn tasaraqapaa  の場合（ 54321 ,,,, aaaaa は既知） 

【例】  ,3,2,101241553,5,4,3,2,1 1234554321   naaaaaaaaaaa nnnnnn 　　　  

（解）特性方程式 01241553 2345  xxxxx を解くと 3,2,1x  

    11111 21123
 

nnnnn

n EDCBAa とおくと 

























5161681

48827

3449

2223

1

5

4

3

2

1

EDCBAa

EDCBAa

EDCBa

EDCBAa

EDCBAa

 

これらを連立させて解くと 
15

1
,

4

1
,

3

1
,1,

20

3
 EDCBA  

よって 

        1111111 3221511520
60

1
2

15

1
1

4

1

3

1
213

20

3   nnnnnnnn

na ･･･（答） 

（補足）  ,2474,711,208,41,6,5,4,3,2,1: na  

一般に，隣接 6項間 012345   nnnnnn tasaraqapaa  の場合（ 54321 ,,,, aaaaa は既知） 

 特性方程式 02345  tsxrxqxpxx の 5つの解を  ,,,, とおくと， 

11111   nnnnn

n EDCBAa  ， 

     
    

    

















12345

12345

aaaaa

aaaaa
A

　　

 

と表すと， 

         

         



































1234512345

1234512345

,

,,

aaaaa
E

aaaaa
D

aaaaa
C

aaaaa
B

 

である。 
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４ 隣接  1i 項間の漸化式の一般項について 

漸化式 0112211   niniininin apapapapa  （ ipppn ,,,.,3,2,1 21  は定数）について，特

性方程式 01

2

2

1

1  



ii

iii pxpxpxpx  の相異なる i個の解が  ikk ,,2,1  であるとする。 

数列 na の一般項 na は， 





i

k

n

kkn Aa
1

1


， 

 
       

 ik
aaaaa

A
ikkkkkkk

ikk

i

iiii
k ,,2,1

1

1121

11121

1

321321211 
















 　　



 

で与えられることが，「３ 具体例の紹介」から帰納的に分かる。 

ただし， 1 とは， k を含まない 1つの解の総和， 

21 とは， k を含まない異なる 2つの解の積の総和，
 

321  とは， k を含まない異なる 3つの解の積の総和，・・・，を表すものとする。 

 

５ おわりに 

 高校の教科書には隣接 2 項間，隣接 3 項間の漸化式から一般項を求める方法が紹介されている。また，入

試問題では解答時間の制約もあり，隣接 4項間以上の漸化式から一般項を求めさせる問題は出題されていない

ようである。 

与えられた問題をただ解くだけでなく，係数を文字にして公式を作ることで，漸化式の一般項の様子が分か

り，その結果，隣接 4 項間，隣接 5 項間の漸化式でも簡単に一般項を求める方法に気がつく。このようなこ

とも指導している。 
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